Hatalar ve Bilgisayar Aritmetigi

Analitik yollardan ¢6zemedigimiz bircok matematiksel problemi sayisal yontemlerle

bilgisayarlar araciligl ile ¢d6zmeye calisiriz. Bu sekilde Sayisal yontemler kullanarak elde

ettigimiz sonuclar cesitli tipteki hatalardan etkilenmis olabilir. Coziimdeki hatayi tespit etmek

icin oncelikle hatanin kaynagini teshis etmemiz gerekmektedir. Baslica hata kaynaklarini su

sekilde siralayabiliriz.

Kullanilan Datadaki Hatalar: Fizik ve mihendislik problemlerinde deney ve
Olgclimlerle elde edilmis veriler kullanilir. Deney ve 0l¢lim ise kullanilan malzeme ve
ortamdan kaynaklanan hatalara agiktir. Bu tiir hatalar elde edilen datanin da hatali
olmasina sebep olur.

Yuvarlama Hatalari: Bazi rasyonel sayilar ve tim irrasyonel sayilar sonsuz sayida
ondalik basamakla ifade edilirler. Fakat bu sayilar bilgisayarda temsil edilirken ancak
sonlu sayida basamak kullanilabileceginden geriye kalan kisim yuvarlama hatalarini
olusturmaktadir.

Kesme Hatalari: Ornegin sonsuz terime sahip bir seri ifadesini bir yaklasim olarak
kullanmak istedigimizde sonlu sayida terimden faydalaniriz. Geriye kalan terimler ise
hata terimi ya da kesme hatasi olarak adlandirilir.

insan kaynakh Hatalar: Yanlis formiilasyon, hatali yazim, yanhs kodlama ve bunun
gibi hatalar insan kaynakh hatalardir.

Matematiksel Modellemede Basitlestirme: Gergek hayatta karsilastigimiz
problemlerin birer matematik modelini kurarak onlara ¢6ézim Uretmeye ¢alisiriz.
Kurdugumuz model her zaman birebir olmaz ve bazi basitlestirmeler icerir. iste bu
basitlestirmeler bizi gercek ¢coziimden biraz uzaklastirarak hataya sebebiyet verirler.



2-tabanli Gosterilim

IEEE 754-2008 standardina gore 64-bit bir (2-tabanh) sistemde reel sayilarin
gosterilimi

(_1)5 2c—1023 (1 +f)

seklindedir. Burada s sayinin isaretini (ilk 1-bit), c karakteristik sayiy1 (sonraki 11-bit), f ise
fraksiyon yani kesirli kismi (son 52-bit) gésterir. Ornegin,

0 10000000011 1011100100010000000000000000000000000000000000000000

makine sayisinin ilk biti 0 oldugundan s = 0 yani sayi pozitif, karakteristik kisim ise
(10000000011) yani ondalik olarak,

c=1-2094+0-29+--40-22+1-2'+1-2°=1024+2+1=1027
bu durumda sayinin Ustel kismi 2192771023 = 24 Son 52-bit ise,
1011100100010000000000000000000000000000000000000000
oldugundan,
f=1-27+1-23+1-2%+1-2°+41-28+1-271
Sonug olarak, bu makine sayisi
(-1)52¢71023(1 + f) = (-1)0 - 2102771023 (1 + f) = 27.56640625
ondalik sayisini gosterir.
Bununla birlikte bu sayidan bir kiliclik makine sayisi
010000000011 10111001000011111171222222211111772222221111117121222212111173,
ve bir buyik makine sayisi ise
010000000011 1011100100010000000000000000000000000000000000000001.

dir. Yani bu su demektir bizim orijinal makine sayimiz sadece 27.56640625 ondalik sayisini
gostermekle kalmaz 27.56640625 ile bir kiigik makine sayisi arasindaki sayilarin yarisini ve
27.56640625 ile bir biylk makine sayisi arasindaki sayilarin yarisini da gosterir. Daha acik
olmak gerekirse,

[27.5664062499999982236431605997495353221893310546875,

27.5664062500000017763568394002504646778106689453125)



arahgindaki tim reel sayilar tek bir makine sayisi ile gosterilir.
Bu sistemde gosterilebilecek en kicik pozitif sayl s=0,c=1, and f=0 ‘a karsi gelen
271022 (1 + 0) = 0.22251 x 107397,
Sayisi ve en blyuk sayiise s=0, ¢ =2046, and f=1- 272 ‘a karsi gelen
21023 (2 - 252) = 0.17977 x 1030,
sayisidir. Yani, hesaplamalarda ortaya ¢ikan
271022.(1+0)
dan daha kiiglk sayilar underflow hatasi verir ve genellikle sifir kabul edilir. Diger taraftan
21023 . (2 _ 2—52)
den daha buytk sayilar ise overflow hatasi verir ve hesaplamanin durmasina sebep olur.

Sifir sayisiigin iki gosterilim vardir; s=0,c=0andf=0 veyas=1,c=0andf=0.

Ondalik Makine Sayilari ve Hatalar

2’li sistemde sonlu sayida sayinin tim reel sayilari temsil etmesi beraberinde bir
takim hatalari da getirmektedir. Bu durumu ondalik sistem (izerinde incelemeye ¢alisalim.
Normalize edilmis makine sayilarini k-basamakli ondalik sistemde

iO dldz dk X 1011

biciminde gosterecegiz. Burada, 1<d;<9,0<d;<9, i=12,..,k ve n bir
tamsayidir.

Herhangi bir pozitif reel sayl normalize bigimde,
seklinde yazilabilir. Bu sayly1 k-basamakli bir makine sayisina ¢evirmenin iki tiirli yolu vardir:

a) Yuvarlama: 5<dy,; <9 ise d, bir artirlir ve kesirli kismda dy;1dgss -
basamaklari sayidan atilir, yani sayi

0.d\d}..d} x 10"



halini alir. d, bir artirildiginda diger basamaklarda ve hatta Ustel kissm n ’de bile
degisim olabilir. Burada

dy =

“ldy+1, 5<d,<9
olarak belirlenir.

b) Kesme: Kesirli kissmda dy,1dg;, ... basamaklar sayidan atilir baska bir islem
yapilmaz, yani sayi

0.d,d, ...d; x 10™
halini alir.

Ornek: m irrasyonel sayisinin normalize ondalik bigimi,
T = 0.314159265 ... x 10?
dir. Bu saylyl 5-basamakli bir makine sayisina kesme ve yuvarlama ile gevirirsek,
fl(m) = 0.31415 x 10! (kesme ile)
fl(m) = 0.31416 x 10* (yuvarlamaile)

Burada f1() gosterilimi makine sayisi oldugunu belirtmek icin kullaniimistir.

Her iki yaklasimda da ortaya cikan hataylr belirlemek icin asagidaki tanimlari
kullanacagz.

Tanim: Eger p*, p sayisina bir yaklagimi temsil ediyorsa,
Mutlak Hata = |p — p*|

ve

|

lp—p
Ipl

Bagil Hata = , p*0

olarak tanimlanir.

Bagil hata, mutlak hataya gore yaklasimin dogrulugu hakkinda daha dogru bilgi verir.



Ornek: Asagidaki yaklasimlar icin mutlak ve bagil hatay belirleyiniz.
(a) p=0.3000 x 10* and p* = 0.3100 x 10%;
(b) p=0.3000x 1073 and p*=0.3100 x 1073;

(c) p=0.3000 x 10* and p* =0.3100 x 10%.

Coziim:

(a) p = 0.3000 x 10' and p* = 0.3100 x 10! icin mutlak hata 0.1, ve bagil hata 0.3333 x 1071
dir.

(b) p = 0.3000 x 1073 and p* = 0.3100 x 1073 icin mutlak hata 0.1 x 107, ve bagil hata
0.3333x 107 dir.

() p = 0.3000 x 10* and p* = 0.3100 x 10* icin mutlak hata 0.1x103, ve bagil hata
0.3333x 1071 dir.

Bu 6rnekte goriildiigi gibi her (i sikta da bagil hata 0.3333x 107! olmasina ragmen
mutlak hata oldukca farkli degerler almaktadir. Bunun sebebi bagil hatanin sayinin
blyuklGginl de gozéniline almasidir. Dolayisiyla bagil hata daha anlamli sonug¢ vermektedir.

Ornek: Farz edelim ki, x=5/7 ve y=1/3 olsun. 5-basamak bir sistemde kesme uygulayarak
xX+y, x-y, xxy ve x+y.degerlerini hesaplayiniz. Mutlak ve bagil hatalari belirleyiniz.

Coziim: Bu sayilarin ondalik gosterilimi

—5—0714285 —1—0§
X = -=0. , y = ;=0
ve 5-basamak makine gosterilimleri ise kesme ile,
fl(x) = 0.71428 x 10° fl(y) = 0.33333 x 10°

dir. Bu durumda
x+y=f(fl(x)+flly)) = f1( 0.71428 x 10° + 0.33333 x 10°)
= fI( 1.04761 x 10°)
=0.10476 x 10%.

Gergek degerise x+y=5/7+1/3=22/21 oldugundan,



Mutlak hata = [22/21 — 0.10476 X 10| =0.190 x10™

ve

_ 1

Bagl hata = [22/21= 010476 X101 _ 3 185 o 104

122/21]
bulunur. Diger islemler ise benzer sekilde,
Islem Sonug Gergek deger Mutlak hata Bagil hata
X+y 0.10476 x 10! 22/21 0.190 x 107 0.182 x 1074
X-y 0.38095 x 10° 8/21 0.238 x 1073 0.625 x 1073
XXy 0.23809 x 10° 521 0.524 x 1073 0.220 x 107
X=+Yy 0.21428 x 10! 15/7 0.571 x 107 0.267 x 1074

olarak bulunur.

Ornek: Hata iireten en dnemli islemlerin basinda birbirine yakin sayilarin ¢ikartiimasi gelir.
p = 0.54617 ve q = 0.54601 olsun. 4-basamak aritmetik ile p — q sayisina yuvarlama ve
kesme ile yaklasalim.

a) Yuvarlamaile: p* = 0.5462 ve q* = 0.5460 oldugundan

p*—q" = 0.5462 — 0.5460 = 0.0002
diger taraftan,

p —q = 0.54617 — 0.54601 = 0.00016
oldugundan

0.00016-0.0002
0.00016

Bagil hata = = 0.25

bulunur.
b) Kesmeile: p* = 0.5461 ve g* = 0.5460 oldugundan

p*—q" = 0.5461 — 0.5460 = 0.0001

ve
0.00016—-0.0001
0.00016

Bagil hata = = 0.375

bulunur.



goruldugl gibi cikarma islemi sonucunda bagil hata oldukga biiyik cikti.

Bazi hesaplamalarda islemlerin yeniden dizenlenmesiyle yuvarlama hatalar
azaltilabilir. Bunu iki farkli 6rnekte gorelim.

Ornek ' +62.10x+1=0
denkleminin kokleri yaklasik olarak
x, =-0.01610723 | x, =-62.08390

4 basamak hassasiyete sahip bir bilgisayar aritmetiginde

~b++/b* —dac -62 2
b Vb —dac _ -62.10+6206 _ , o0
2a 2.000

Bagil hata oldukga buyuk

-0.01611+0.020 .
=2.4x10".
-0.01611
& 62 - 62.08 +62.10
v, =210 _ 610 bagilhata | |+ 32x10"
: 2.000 -62.08]

goruldiigu gibi x; hesabinda ¢ok yakin iki sayr birbirinden g¢ikarildigi i¢in hata da biylk
oluyor. Simdi bu sayiyi farkh bir formulle hesaplayalim.

X1

_ —b+Vb%—4ac <—b — Vb2 — 4ac> B 4ac B —2c
2a —b —+Vb% —4ac/ 2a(—b—-+Vb2—4ac) (b++b%—4ac)

—2000 51610 % 107
(62.10 + 62.06)

fl(x) =

Bu durumda bagil hata yaklasik olarak,

—0.01610723 + 0.01610 45 x 104
—0.01610723 -




daha kigilk bulunur.

Ornek: f(x)=x3-6.1x*+3.2x + 1.5 fonksiyonunu x = 4.71 degerinde 3-basamak aritmetik
kullanarak hesaplayiniz.

X x? x3 6.1x2 3.2x
Tam Deger 471 22.1841 104.487111 135.32301 15.072
3-basamak (kesme) 471 221 104. 134. 15.0
3-basamak (yuvarlama) 471 22.2 105. 135. 15.1

Yukaridaki tablodan gorildigu gibi,

f(4.71) = 104.487111 — 135.32301 + 15.072 + 1.5 = —14.263899 (Tam)
f(4.71) = 104.—-134.415.0 + 1.5 = —13.5 (Kesme ile)

f(4.71) = 105.—-135.+15.1 + 1.5 = —13.4 (Yuvarlamaiile)

degerleri bulunur. Bu halde,

—14.263899+13.5

Bagil hata = | | ~ 0.05 (Kesmeile)
~14.263899
. ~14.263899+13.4 .
Bagil hata = |—+| ~ 0.06 (Yuvarlamaile)
~14.263899

seklindedir. Simdi bu hatalari azaltmaya calisalim.

Eger f(x) fonksiyonu asagidaki gibi dizenlenirse, islem sayisi azalacagi gibi hata
miktari da azalir.

fO) =((x—61x+32)x+15

f(4.71) bu sekilde hesaplanirsa,

—14.263899+14.2

Bagil hata = |
—14.263899

| ~ 0.0045 (Kesme ile)

—14.263899+14.3

Bagil hata = |
—14.263899

| ~ 0.0025 (Yuvarlamaiile)

olarak bulunur. Yani hatada ciddi miktarda azalma oldugu gozlemleniyor.



