Polinom interpolasyonu

(Ara Deger Bulma)

Bir fonksiyonun sonlu sayidaki X,, X ..., X, €R noktalarinda aldigi f(X,), f(x),.., f(X,)

degerleri bilinsin (fonksiyonun kendisi bilinmiyor). Bu noktalardan gegen n. dereceden bir tek,
P(X)=a,+ax+a,x’ +..+ax"

polinumu vardir (i=0,12...,n igin P(x)="f(x)). P, (X) polinomu elde edilip bir X
noktasindaki f(X) degerinin yerine P,(X) alinirsa, bilinmeyen f(X) degeriyaklasik f(x) = B, (x)

olarak hesaplanmis olur. Bu yaklasima polinom interpolasyonu (polinom kullanarak ara deger bulma)
denir.
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noktalarindan gecen n. dereceden
P(X)=a,+ax+a,x’ +..+ax"
polinumunu belirlemek igin
P(x)="f(x)) , i=012.,n
yani,
A, +a X, +ax +..+ax = f(x,)

& +aX +ax +..+ax = f(x)

A, +a X, +a,x +..+a,x = f(x,)



denklem siteminden a,,a,,a,,...,a, katsayilarinin belirlenmesi gerekir. Bu lineer denklem sistemi

coziilerek bu katsayilar belirlenebilir.
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katsayillar matrisi Vandermonde matrisi olarak bilinir ve singiler degildir. Ancak zayif kosullu
oldugunda sayisal hesaplamalardaki yuvarlatma hatalarindan dolayr problemler cikabilir.
interpolasyon polinomunu belirlemek icin degisik yontemler gelistirilmistir. Bu yéntemlere gegmeden
once asagidaki 6rnek tzerinde duralim.

Ornek 1: Sinis fonksiyonu igin

X, =0 sin(x,) =sin(0) =0

X, =xl2 sin(x)=sin(z/2)=1

X, =7 sin(x,) =sin(z) =0

X; =37/2 sin(x,)=sin(3z/2)=-1
X, =21 sin(x,) =sin(2z)= 0

olmak Gzere,
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noktalarindan gecen 4. dereceden
2 3 4
P.(X) =a, + aX+a,Xx" +a,x” +a,X

polinumunu bulmaya ¢alisalim.

Xi flx)
0 0
1.5708 1
3.1416 0
4.7124 -1
6.2832 0

oldugundan A katsayilar matrisi

1 15708 2.4674 3.8758 6.0881
1 3.1416 9.8696 31.006 97.409
1 47124 22.207 104.65 493.13

1 6.2832 39478 248.05  1558.5

dir. a =[ay a; a, as a,]” katsayilariise f(x;) =[0 1 0 —1 0]7 olmak lizere
a=A"*f(x) formilu ile asagidaki gibi bulunur.
a= o0
1.6977
-0.81057
0.086004

-1.0408e-017



x €[0,27x] igin sin(x) degerlerinin hesaplanmasinda,
P,(X) = 1.6977*x - 0.81057*x* + 0.086004*x’ - 1.0408*10™*"*x*

polinomu kullanilirsa interpolasyonda yapilan hatalar grafikteki gibi olur. Grafikte kirmizi gizgi Sin(x),

mavi ¢izgi P,(X) degerlerini géstermektedir.

Onceki derslerden hatirladigimiz gibi, siniis fonksiyonunun degerlerini hesaplamak icin Taylor

acihmindan faydalanilabilir. Uygun bir X, noktasi secip, bu nokta komsulugunda gegcerli olmak tzere
Taylor serisindeki birkag terimin olusturdugu polinom sints fonksiyonu yerine kullanilabilir. Sinis

fonksiyonunu X, = 7 noktasi komsulugunda seriye agalim.
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Sln(X)=—(X—7Z')+€(X—7r) _@(X_ﬂ) —%(X—ﬂ') -

olmak Uzere,
1 3
p3(x) = —(x —m) te(x—m)

fonksiyonunu siniis fonksiyonu yerine kullanalim. Asagidaki grafikte, siyah ¢izgi p;(x), kirmizi gizgi

sinlis fonksiyonuna ve mavi ¢izgi yukaridaki P4(X) polinomuna aittir.




Taylor agilimindaki,

ps(x) = —(X—TT)+%(X—7T)3 —ﬁ(x—n)S

kismi sintis fonksiyonu yerine kullanirsak yaklasim biraz daha daha iyi olacaktir (asagidaki grafikte
yesil cizgi).

Birinci Dereceden Polinom interpolasyonu (Dogrusal interpolasyon)

Bir fonksiyonun X,,X € R noktalarindaki f(X,), f(X) degerleri bilinsin (ya da kolay
hesaplanabilsin). X, < X< X, olmak tzere, X bir ara deger olsun ve f(X) bilinmesin (kolay

hesaplanamasin). f (X) degerini birinci derecen polinom interpolasyonu ile hesaplamaya ¢aligalim.
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noktalarindan gecen dogru denklemi,

(%, F(x))

NERICORRICY

y=Yo=m(x-%X), m=eg
X =X

olmak tzere, birinci dereceden interpolasyon polinomu

R0 = () + 210D (o)

0

olacaktir. Bu interpolasyon polinomu,



X—X

X_X1 0
F (%) +——-F(x)
XO_Xl ° Xl_XO &

R(X) =

bigiminde yazilsin. Dikkat edilirse P, (X) polinonomu
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Polinomlari cinsinden,

PL() =L (x)- T 0%) +L(x)-f(x)

olarak yazilabilir. Ly(X), L, (X) polinomlari igin

Lo (%) =1L, (%) =0
L(%)=0,L,(x)=1

dir.

n. Dereceden Polinom interpolasyonu

X1 X0, Xp,..., X, icin fonksiyon degerleri f(X,), f(X,),.., f(X,) olsun.

(Xov f(Xo))’(Xl’ f(xi))v(XZ’ f(XZ)),...,(Xn, f(Xn))

noktalarindan gegen n. dereceden bir P, (X ) polinomu bulunmak isteniyor. P, (X ) polinomu, herbiri

n. dereceden bir polinom olan L,(X), L (X),...,L,(X) polinomlari cinsinden,



PO =L f(x)+ L) f(x)+...+ L, (x)- F(x,)

olarak yazilsin. P, (X ) polinomunun,

(s (%)), (s F0x))s (ka5 F06)) s (X T0X1))

noktalarindan ge¢mesi igin,

P.(X) = (%) = Li(%) =1 L(%)=0,L,(%)=0,..., L,(x) =0
R.(x)=f(x)=L(x)=0L(x)=LL(x)=0,.,L(x)=0

I:)n (Xz) = f(xz) = Lo(Xz) =0, L1(X2) =0, Lz(Xz) =1, L3(X2) =0,..., Im(xz) =0

P.(%,) = (X)) = Ly(x,) =0,L,(x,) =0, L,(%,) =0,..., L, 1(X,) =0, L, (X,) =1

yani,
1 , 15
L.(x
J( '){O , T# ]
olmalidir. Buna gore, L,(x)=?,L,(X)=2,..., L, (X)=?
L,(X) polinomunu géz éntine alalim. Kendi kokleri X, X, ,..., X, cinsinden L, (X) polinumu,

Lo (%) = (X =X )(X = X;)...(x = X;)
seklinde yazilabilir. Ayrica, Lo(Xo) =1 olmasi gerektiginden,

1
© T e %) (% — %) (%~ %)

olmali ve

() (%)X %,)
)= SO0 %) =x)

dir.



L,(X) polinumu, kendi kékleri Xy, X,,..., X, cinsinden
L (%) = ¢, (X =% ) (X = X;)...(X = X;)
seklinde yazilabilir. Ayrica, L (X;) =1 olmasi gerektiginden,

1
04— %) (% = %) (4 —X,)

G

olmali ve

_ (X—X0)~(X—X2)...(X—Xn)
10 = 000 =)0 =)

dir.

Benzer dislincelerle, L; (x) polinomlar

Li(X): (X_XO)'(X_Xl)"'(x_Xi—l)'(X_Xi+l)-..(X—Xn) :ﬁ(X—Xj)

(Xi _Xo)'(xi - X1)---(Xi _Xi—l)'(xi _Xi+1)"'(xi - Xn) };0 (Xi - Xj) ’

i=0,1,...,n

olmak lizere, n. dereceden interpolasyon polinomu

0= L0100 =3 [T 1)

j#i

elde edilir. Bu formil Lagrange formiilii olarak bilinir.

Ornek 2: Bir f:R — R fonksiyonunun -1,0,1,4 noktalarindaki degerleri 3,2,4,-10 'dur. Bu
fonksiyona 3. dereceden polinom yaklasimi yapiniz.

f(x)[3 [2 |4 [-10




X) = (x=0)-(x=1)-(x=4) _ x-(x=1)-(x-4)

B (-D)-(-2)-(-5) ~10
L,(X) = (x+1-(x=1)-(x—4) _ (X+1)-(x=1)-(x-4)
0D (4) 2
LZ(X)z (x+1)-x-(x—=4) _ X-(X+1)- (x—4)
@03 &
L, () = XD ()

60

olmak tzere,
Py (X) =Z L (x) f (x)

KOO 5, CDOD ) X XD X2 XD ()

== o 3 2 n =
elde edilir.
Ornek 3 i X, f(x)

0 0 1

1 1 2

2 2 4

noktalarindan gecen 2. dereceden polinomu bulunuz.

_ (X_Xl)'(x_xz) _ (X_Xo)'(x_xz) L _ (X_Xo)'(x_x1)
LO(X) (Xo_x1)'(xo_xz)'l—l(X) (X1_Xo)'(X1_X2)' Z(X) (Xz_xo)'(xz_xl)

(-10)



)0 (x=2) g (x0)-(=2) 5 (=0)-(x-)

i (0-1)-(0- 2) 1-0-1-2)  (2-0)-(2-D)

1 1
P(X)==x*+=x+1
(0 =2 X+

2.yol: P, (X)=c, X’ +CX+C,

x=0 igin c,=1

>
I

1 igin ¢y,+c +¢C,=1

X=2 igin 4c,+2c +cC,=4

C+c =1
oM (;0:1,(;1:l yani PZ(X)=£X2+1X+1 bulunur.
4c, +2¢, =3 2 2 2 2

Buraya kadar anlattiklarimizi bir teoremle sonlandiralim.

Teorem (n. dereceden Lagrange interpolasyon polinomu): Eger x ,, x,,..., X, birbirinden farkl

n+l nokta ve f(x) bunoktalarda f(x,), f(x),.., f(X,) degerlerine sahip bir fonksiyon ise,

f)=P(x) , i=01..,n

kosulunu saglayan derecesi en fazla n olan tek bir P(x) polinomu vardir. Ve bu polinom:

(x=x;)
o (% —X;)

PO=2LMI0) L Lw=]

jil

P.(X) = zqﬂxxhu)

|0]0 )
J#i

seklindeki Lagrange interpolasyon polinomudur.





